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У статті запропоновано числово-аналітичний метод розрахунку перехідних процесів у електромеханічних системах, 
який ґрунтується на апроксимації інтегралу згортки з ненульовими початковими умовами. Переваги методу проде-
монстровані на комп'ютерній моделі процесу пуску безконтактного двигуна постійного струму. 
 
В статье предложен численно-аналитический метод расчета переходных процессов в электромеханических систе-
мах, основанный на аппроксимации интеграла свёртки с ненулевыми начальными условиями. Преимущества метода 
продемонстрированы на компьютерной модели процесса пуска бесконтактного двигателя постоянного тока. 
 
ВСТУП 
Розвиток комп’ютерних методів розрахунку еле-
ктромеханічних систем зумовлений двома складови-
ми: 
• розвитком власне комп'ютерної техніки – "заліза" 
(hardware) – потужністю процесора, обсягом і 
швидкодією пам'яті тощо; 
• вдосконаленням програмного забезпечення (soft-
ware). 
Досить подивитися у комп'ютерні журнали п'я-
тирічної давності, щоб переконатися у справедливості 
цього твердження. Проте прогрес не такий відчутний 
у програмному забезпеченні, яке використовується 
для розрахунків перехідних процесів в електромеха-
нічних системах – зовнішньо програми змінилися, але 
їхня суть лишилася практично такою ж. Далі продов-
жують використовуватися для розв'язування звичай-
них диференціальних рівнянь методи Адамса (опублі-
ковані в середині XIX ст.), методи Рунґе-Кутта (опуб-
ліковані в самому кінці XIX ст.), а також сучасніші 
числові методи 70-их рр. минулого століття [1], [2]. 
Іншою причиною, що змушує шукати альтерна-
тиву числовим методам у комп'ютерному дослідженні 
динаміки електромеханічних систем, є принципова 
непридатність класичних числових методів до аналізу 
сучасних розробок. Це пов'язано з тим, що у більшос-
ті сучасних електромеханічних систем наявні імпуль-
сні елементи (релейні регулятори струму, силові час-
тини за принципом широтно-імпульсного перетво-
рення тощо), які описуються розривними функціями. 
У той же час класичні числові методи описують роз-
в'язок обмеженим розкладом у ряд Тейлора, що існує 
лише для неперервних диференційованих функцій. 
Як альтернатива, пропонується застосування чи-
слово-аналітичних методів, які позбавлені недоліків 
традиційних. 
 
ОСНОВНИЙ ТЕКСТ СТАТТІ 
Розглянемо опис електромеханічної системи у 
формі системи диференціальних рівнянь першого по-
рядку 
 
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
=+
=+
),,,,,,(f
);,,,,,(f
11
1111
1
1
nmnn
n
n
nm
yyxxy
dt
dyT
yyxxy
dt
dyT
LL
M
LL
 (1) 
де T1, …, Tn – власні сталі часу електромеханічної си-
стеми; y1, …, yn – проміжні координати стану елект-
ромеханічної системи; x1, …, xn – зовнішні збурення 
електромеханічної системи. 
У такому випадку кожна з проміжних координат 
визначатиметься інтегралом згортки (в електротехніці 
відомий у формі інтегралу Дюамеля) для нульових 
початкових умов: 
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де w1, …, wn – імпульсні перехідні функції, які визна-
чаються відповідними диференціальними рівняннями. 
Нагадаємо, що імпульсною перехідною функці-
єю системи є її реакція на δ-імпульс Дірака, для якого 
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Звичайному диференціальному рівнянню першо-
го порядку )f(tyyT =+′⋅  відповідає імпульсна пере-
хідна характеристика T
t
e
T
−1 , яка легко знаходиться 
за допомогою прямого та зворотного перетворень Ла-
пласа [3]. У цьому випадку система (2) зводиться до: 
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За наявності ненульових початкових умов систе-
ма (3) доповнюється відповідними складовими про-
міжних координат: 
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Спростити вирази в (4) можна шляхом заміни 
доволі складних функцій nf,,f1 L  їхніми поліноміа-
льними апроксимаціями, порядок яких визначається 
необхідною точністю. Не вдаючись у деталі, які вихо-
дять за рамки даної статті, з точки зору компромісу 
між простотою отриманих виразів і точністю, достат-
ньою буде заміна функцій nf,,f1 L  їхніми апроксима-
ціями за допомогою поліномів першого порядку. Тоді 
на проміжку 1+<≤ ii ttt  кожна функція апроксимува-
тиметься лінійною залежністю 
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де fi , fi+1 – значення функції відповідно в точках ti і 
ti+1. 
Отриманий вираз підставляємо у (4), після чого 
для проміжку 1+<≤ ii ttt  матимемо 
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де ini ff ,,1 L  – значення відповідних функцій в мо-
менти часу ti ; 111 ,, ++ ini ff L  – значення відповідних 
функцій в моменти часу ti+1 . 
Позначивши htt ii =−+1  і прийнявши ti = 0, після ана-
літичного інтегрування отримуємо розв'язок системи 
диференціальних рівнянь (1) у вигляді системи реку-
рентних рівнянь 
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Одержані таким чином рекурентні рівняння є 
стійкими для будь-якого кроку розв'язування, оскіль-
ки отримані шляхом аналітичних перетворень і мають 
властивість сильної стійкості (строге математичне до-
ведення цієї властивості виходить за рамки статті). 
Вибір кроку інтегрування системи (1) за допомогою 
системи рекурентних рівнянь (6) визначається вже не 
умовами стійкості числового методу, а необхідним рі-
внем точності та деталізації досліджуваного процесу. 
 
ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНІ ДОСЛІДЖЕННЯ 
Використання пропонованого підходу показано 
на прикладі розрахунку динаміки безконтактного дви-
гуна постійного струму в режимі пуску. Математич-
ний опис електромагнітних процесів у такому двигуні 
міститься в [4]. 
Для аналізу використано модель розробленого в 
СКБ ЕМС моментного безконтактного двигуна ДБМ 
160-2 малогабаритної квантово-оптичної системи з 
параметрами: 
кількість пар полюсів – p = 16; 
активний опір фазної обмотки – R = 20,5 Ом; 
індуктивність фазної обмотки – L = 0,043 Гн; 
електромагнітна стала часу – T = 2,1 мс; 
амплітуда сталої за моментом на фазу – Cm = 2,66 Нм/А; 
фазна амплітудна напруга – U = 24 В; 
максимальна кутова швидкість          – ωmax = 0,53 рад./с. 
Як середовище для експериментальної перевірки 
використано математичний пакет MathCAD, в якому 
реалізовано у вигляді стандартних функцій методи 
Рунґе-Кутта четвертого порядку (варіанти з постій-
ним та адаптивним кроком розв'язування) та методи 
Адамса (лише в останній, 14-ій версії MathCAD). Для 
визначення часу обчислень використовувалася стан-
дартна функція таймера, що наявна у програмі. 
Результати розрахунку на моделі перехідних 
процесів пуску безконтактного двигуна показано на 
рис. 1 (струми фаз і кутова швидкість) і рис. 2 (про-
міжна координата – електромагнітний момент). При 
цьому на рис. 2 показано результати обчислень двома 
способами – класичними числовими методами і про-
понованим числово-аналітичним способом. 
Середньоквадратична похибка для струмів фаз 
моделі при кроці, що дорівнював електромагнітній 
сталій часу обмоток (2 мс), не перевищувала для чис-
лово-аналітичного методу 0,18%. Час розрахунку при 
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однаковому кроці приблизно в 3 рази менший для 
пропонованого методу порівняно зі стандартною фу-
нкцією числового методу. 
Для значень кроку розв'язування, які перевищу-
ють у декілька разів електромагнітні сталі часу обмо-
ток двигуна, стандартна функція на базі методу Рунґе-
Кутта вже дає безглузді результати або розв'язок стає 
нестійким. У той же час, розрахунки з використанням 
пропонованого методу дають цілком вірогідний ре-
зультат, що незначно відрізняється від отриманого 
при малому кроці. 
ВИСНОВКИ 
Застосування числово-аналітичного підходу дає 
змогу отримати низку переваг у комп'ютерному моде-
люванні електромеханічних систем: 
• розв'язок існує за наявності розривних функцій у 
проміжних координатах стану системи; 
• вирішена проблема числової стійкості; 
• вища швидкодія. 
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Рис. 1. Струми фаз двигуна і кутова швидкість 
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Рис. 2. Значення електромагнітного моменту, розраховані двома способами 
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